Az euklideszi algoritmus és kdvetkezmenyei

Euklidesz egyike volt az emberiség legnagyobb gondolkodoinak. Munkéssaga még kétezer év
tavlatabol is hat gondolkodéasunkra. A rola elnevezett algoritmus a mai napig a szamelmélet egyik
nagyon hatékony, elméleti szempontbol sem nélkiilozhet eljarasa. Ezért nem meglep, hogy az
euklideszi algoritmus a szamelméleti munkak kézéppontjaban all. Segitségével érthetjiik meg a
legnagyobb kozds 0sztd alapvet tulajdonsagait, kiterjesztett valtozata pedig a lineéris diofantoszi
egyenletek €s a linedris kongruencidk megoldasanak eszkdze. Nem utolsd sorban l1étezése biztositja,
hogy a természetes szamok korében primnek lenni egyet jelent azzal, hogy az illet szamnak nics
valodi osztdja, vagy masként, az egész szamok korében a prim tulajdonsag €s az irreducibilitas
ekvivalens fogalmak.

V¥ Legnagyobb kdzos oszto

Tekintsiik az n =40 és az m = 18 pozitiv egészeket, és soroljuk fel pozitiv osztoikat!

40 pozitiv 1,2,4,5,8, 10, 20, 40
0szto1

18 pozitiv 1,2,3,6,9, 18
0szto1

Lathatd, hogy az osztok kdzott vannak olyanok, amelyek mind 40-nek, mind a 18-nak oszto6i, ezek
a koz0s osztok az 1 és a 2. Két egész szam kozos osztoinak halmaza mindig véges, igy ennek a
halmaznak van legnagyobb eleme.

¥V 9.1.1. Definicié

Azn ésm egészek kozos 0sztoi koziil a legnagyobbat az n és m legnagyobb kozos osztéjanak
nevezzik, és Inko(n, m)-vel jeloljiik.

Mivel 1 minden n és m egésznek k6z0s osztdja, igy Inko(n, m) biztosan pozitiv érték, hiszen
nem lehet kisebb, mint az 1 k6z6s osztd. Ugyancsak fontos megjegyzni, hogy a legnagyobb
k6z06s oszt6 nem fiigg a szdmok sorrendjétl, vagyis Inko(n, m) = Inko(m, n).

Mint lattuk /nko (40, 18) =2. Osszuk el maradékosan 40-et 18-tal
40=18-2 +4,

¢és nézziik meg 4 osztoit. Ezek 1, 2, 4; tehat 18 és 4 k6zos osztdi is 1 és 2. Eszerint 40 és 18
kozo6s osztoinak halmaza megegyezik 18 és 4 kdzos osztoéinak halmazaval, igy koziiliik a
legnagyobb elemek is sziikségképpen megegyeznek

Inko(40, 18) =Inko(18, 40 mod 18) =/nko(18,4).

Ezzel a 1épéssel a 40 ¢s 18 legnagyobb kozos osztdjanak meghatarozasat visszavezettiik a 18
¢s a 4 legnagyobb kozds osztdjanak meghatarozasara. Azt, hogy ez nem véletleniil sikeriilt, a
kovetkez tétel biztositja.

Vol12 Tesd

Tekintsiik azn ésm > 0 egészeket. Ekkor




L Inko(n, m) =Inko(m, n mod m) .
Bizonyitas

Azt mutatjuk meg, hogy n és m kdzds osztéinak halmaza megegyezik m és» = n mod m koz0s
osztoinak halmazéaval. Ebbl tételiink allitdsa mar kovetkezik.

Legyen
n=m-q+r(0=<r<<m).

Ha d k6z0s osztdja n-nek és m-nek, akkor d osztdja m-g-nak és igy n — m g =r -nek is. Kaptuk,
hogy d k6z8s osztdja m-nek és r-nek. Forditva, ha d k6zos osztoja m-ek és r-nek, akkor d osztdja
m-qg-nak és m g + r=n -nek is. Tehat d k6z6s osztdja n-nek és m-nek.

Szampéldankra visszatérve, a tétel birtokaban mar batran felirhatjuk a kovetkezket:
Inko(40, 18) =Inko( 18,40 mod 18) =Inko(18, 4)
Inko(18,4) =Ilnko(4, 18 mod 4) =Inko(4,2) .
Tehat azt kaptuk, hogy
Inko(40, 18) =lnko(4, 2).

Ez utdbbit kdnny meghatarozni, hiszen 2 osztdja 4-nek, igy Inko(4,2) =2. Altalanosan is igaz
a kovetkez tétel.

19.1.3. Téte

Az m egész szam akkor csak akkor osztoja n-nek, ha Inko(n, m) =m .
Bizonyitas

Az elégségességhez elegend annyit megjegyezni, hogy m | n eseténn és m kdzds osztdi nem
masok, mint m osztéi. Ez utobbiak koziil pedig maga az m a legnagyobb, igy Inko(n, m) =m.
Forditva, ha Inko(n, m) =m, akkor m k6zos 0sztd, tehat sziikségképpen osztdja n-nek.

Az euklideszi algoritmus (EA)

Két egészszam legnagyobb kozos osztdjanak most ismertetend algoritmusa tobb, mint 2000
éves. Az Euklidesz Elemek cim mvében talalhato eljaras a mai napig az elemi szamelméet
egyik legalapvetbb eljarasa. Ennek megfelelen ismerete nélkiilozhetetlen.

A kulcsot az eljaras megalkotasdhoz elz fejezetbeli két tétellink szolgaltatja. A 8.2 tétel azt
mondja, hogy n és m legnagyobb kozos osztdjanak meghatarozasa visszavezethet m és n» mod m
legnagyobb k6zds osztdjanak meghatdrozasara. Mivel a maradékrol tudjuk, hogy mindig
hatarozottan kisebb, mint az 0szt6, igy ezzel a 1épéssel elértiik, hogy két olyan szam legnagyobb
kozos osztojat elegend meghatarozni, melyek koziil a masodik hatarozottan kisebb az eredeti
feladatban szerepl masodik szamnal.



GO

Inkan,m) = Inkalrm, n mod m)

Ahogy ezt ez elz fejelezben is tettiik, ismételjiilk meg ugyanezeket a 1épéseket az m és az n mod
m szamokra. Az n, vagyis az osztando szerepét most vegye at m, az m szerepét pedig az osztas
maradéka, n mod m. Kissé precizebben, legyen n 0j értéke m, az m 1j értéke pedig » mod m.
Tétellink most is biztositja, hogy n és m 1) értékének legnagyobb kozos osztdja megegyezik az

elz lépésben keletkezett legnagyobb kozds osztéval. Ha mindezt addig ismételjiik, amig nulla
maradékot nem kapunk, akkor az utolsé 1épésben fellép oszté megadja a keresett legnagyobb
ko6z6s osztot. Lassuk hogyan mkodik mindez!

n m n mod m Megjegyzés n j értéke legyen m és m 1j
érteke legyen n» mod m

1. 40 24 16 Inko (40, 24) n=24¢ém=16
=Inko(24,
16)

2. 24 16 8 Inko(24, 16) n=16¢esm=238
=[nko(16, 8)

3. 16 8 0 Inko(16,8) =8

Két fontos megjegyzés.

1. Lathato, hogy a maradékok 1épésrl Iépésre egyre kisebbek. Ez nem véletlen. A méasodik
1épésben az oszto az els osztas maradéka. A masodik osztds maradéka, mivel kisebb, mint az
0szt0, kisebb az elz osztas maradékanal. Ugyanez igaz a harmadik osztasra is. Ennek osztoja a
masodik osztds maradéka. Igy a harmadik osztas maradéka, ami kisebb az osztonal,
sziikségképpen kisebb a masodik osztas maradékanal is. Es igy tovabb, ez a tulajdonsag minden
egyes lépésben megmarad, tehat kijelenhetjiik, hogy az osztasok soran keletezett nem negativ
maradékok szigortian csokken sorozatot alkotnak. Igy elbb utébb kotelezen eljutnak nulldhoz.
Tehat eljarasunk biztosan véget ér, mégpedig akkor, amikor az elvégzend osztds maradéka nulla.

2. Masrészt az egyes 1épésekben meghatarozandé legnagyobb kozos osztok minden 1épésben
megegyeznek. Ezeket persze az utolso 1épést kivéve nem ismerjiik, &m az utolso 1épésben
alkalmazhatjuk tételiinket, mely szerint ha m osztoja n-nek akkor Inko(n, m) =m.

A 2. észrevételt példankra alkalmazva azt mondhatjuk, hogy Inko(16, 8) =8, és ez egyben a
keresett legnagyobb kdzds osztd, tehat Inko (40, 24) = 8. Mivel ez a 8 az utolso osztas o0sztoja,
egyben nem mas, mint az utolsé nem nulla maradék. Ez utébbi azonban nem mindig létezik
(miért?), igy célszerbb az EA outputjanak az utolso osztas osztdjat tekinteni.

A kézi szamolasndl a javasolt szamolotabla inicializaldsa és az algoritmus végrehajtasa az alabbi
modon torténik, melyet azn =55 és m =24 szamokkal mutatunk be.



Inicializalas Végrehajtas
osztando 0sz1t0 maradék osztando 0sz10 maradék
55 24 55 24 7
Az tablazat els sordba elhelyezziik n-et és m- 24 7 3
et
7 3 1
3 1 0

Az EA végrehajtasanak eredményeképpen azt kaptuk, hogy /nko(55, 24) = 1. Emlékeztetiink ra,

hogy az ilyen tulajdonsagt szdmokat relativ primeknek nevezziik.

¥ 9.2.1. Algoritmus. Euklideszi algoritmus

Szoveges leirés

Maple metakod

b az osztd
3. Amig b > 0 hajtsuk végre a kovetkez
utasitasokat

Legyenr:=amodb
Legyena :=bésb :=r

Inko-ja

1. Input: a, b egészek, b > 0, a az osztando,

4. Qutput: b az inputban megadott szamok

az 0sztd

od

Inko-ja

while » > 0 do
ri=irem(a,b) :a:

Input: a, b egészek, b > 0, a az osztando, b

Qutput: b az inputban megadott szdmok

¥ 9.2.2. Mapleimplementécio

| > restart;

> wth(ant):

> EA(55, 24);

> EA(55, 24,ini,cal);
Inicializal as(EA):

55 24

Részl et ek negj el enit ése( EA):

osztando oszto maradek

"Az ANT (Algorithmic Number Theory) csomag iidvozli Ont!"

(1.2.2.1)

(1.2.2.2)
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osztando oszto maradek

55 24 7

24 7 3
7 3 1
3 1 0
Er edmeény( EA) :
1 (1.2.2.3)

>

Harom kovetkezmeény

Harom olyan tételt bizonyitunk, amelyek bizonyitdsi modszere kozos. Mindharom esetben az
euklideszi algoritmus egyes lépéseiben fellép osztasok egy-egy "invarians" tulajdonsagat talaljuk
meg, vagyis olyan tulajdonsagot, ami érvényben marad az eljaras minden egyes lépésében. Es
mivel azt mar tudjuk, hogy az eljaras utolsé osztdja a legnagyobb kozos oszto, igy a vizsgalt
invarians tulajdonsag egyben legnagyobb kzos 0sztd egy bizonyitott tulajdonsagava valik.

Elsként ramutatunk a legnagyobb k6z6s 0sztd 1ényegi tulajdonsagara, miszerint az nem csak
egyszeren a legnagyobb a kozos osztok kozott, hanem az dsszes kdzos osztonak tobbszordse.

19.3.1. Téte

Az n ésm egészek minden k6zos osztdja egyben osztdja n és m legnagyobb kozos osztojanak.
Bizonyitas

Legyen d tetszleges k6z0s osztdja n-nek és m-nek. Azt mutatjuk meg, hogy d osztdja az
euklideszi algoritmus minden egyes 1épésében fellép osztonak. Ebbl mar allitasunk kovetkezik,
hiszen az euklideszi algoritmus utolsé osztéja nem mas, mint /nko(n, m).

Az eljaras els 1épése az
n=mq+r0 <r<m)

maradékos osztas elvégzése. Erre 1épésre allitasunk trividlis, hiszen azt feltettiik, hogy d | m .

Ahogy ezt a 8.2 tétel bizonyitasaban is lattuk, n és m kdzos osztdi egyben osztoi r-nek is. Mas
szoval abbol a ténybl, hogy d osztja mind az osztandot, mind pedig az osztot, az kovetkezik,
hogy d osztja a maradékot is.

Emlékeztetiink ra, hogy az euklideszi algoritmus aktualis 1épésében az elz 1€pésbeli 0sztot
osztjuk az elz 1épésbeli maradékkal. Tehat m nem mas, mint a masodik osztas osztanddja, r
pedig a masodik osztas osztéja. Eszerint d osztoja a méasodik osztas osztdjanak is. Es mivel az
osztandonak is 0sztdja, igy osztdja lesz a masodik osztds maradékdnak is, ami nem mas, mint a
harmadik 1épésben fellép oszt6. Ezt a gondolatmenetet megismételve kapjuk, hogy d osztdja az
Osszes tovabbi osztds osztojanak, igy Inko(n, m)-nek is. Ezzel a bizonyitast befejeztiik.



Figyeljiik meg, hogy az elz bizonyitasban valdjdban nem is egy, hanem két invarians

tulajdonsaggal dolgoztunk. Az egyik invarians tulajdonsag azt allitja, hogy az osztés eltt a d

szam, ami a kiindulasi n-nek és m-nek egy k6zos osztdja, osztja az aktualis 1épésben fellép

osztandodt és osztot is. A masik invarians tulajdonsag pedig az aktudlis 1épésben elvégzett osztas

utani allapotrdl szol, azt allitja hogy d osztoja a keletkez maradéknak is.

Példak

A kovetkez utasitdsokban kiszamitjuk két természetes szdm kozos osztoit. Figyeljiikk meg, hogy
ezek koziil a legnagyobb valdban tobbszorose az 0sszes k6zos osztonak. A n és m valtozoknak
mas-mas €rtékeket adva meggyzdhetiink arrol, hogy tételiink hogy is dolgozik a gyakorlatban.

|> restart;

> "n oszt bi

> "m oszt 0Oi

> oszt 6k(n,

> wth(ant):
"Az ANT (Algorithmic Number Theory) csomag iidvozli Ont!"

> n:=60; m =24;

n:=60
m:=24

> | nko(n, m=EA(n, m;

Inko(60,24) =12

" =oszt ok(n, set);
nosztoi={1,2,3,4,5,6, 10, 12, 15, 20, 30, 60 }

" =o0szt ok(m set);
mosztoi={1,2,3,4,6,8, 12,24}

set) intersect osztok(m set);
{1,2,3,4,6, 12}

(1.

(1.

(1.

(1.

(1.

(1.

A kovetkez tétel bizonyitasban két euklideszi algoritmust hajtunk végre parhuzamosan.
Végrehajtjuk az euklideszi algoritmut az [n, m] szamparon ¢€s vele parhuzamosan a [k-n, k-m]
szamparon. Itt is két invarians tulajdonsaggal dolgozunk. Az els azt allitja, hogy az aktualis
1épésben elvégzend osztés eltt a masodik algoritmusban az osztand¢ illetve 0sztd rendre az els
algoritmusban fellép osztand¢ ill. 0sztd k-szorosa. A masik invaridns tulajdonsag pedig ugy szol,
hogy az osztas elvégzése utan analog kapcsolat all fenn a maradékok kozott is, vagyis a masodik

eljarasban fellép maradék az els eljarasbeli maradék k-szorosa lesz.

0.3.2. Tétel

Tetszleges n, m egészekre és k természetes szamra

Bizonyitas

Inko(k-n, k-m) =k-Inko(n, m).

3.1)

3.2)

3. 3)

3. 4)

3. 5)

3. 6)



A bizonyitas kulcsa a kovetkez egyszer észrevétel. Osszuk el maradékosan n-t m-vel, vagyis
legyen

n=m-q+r,ahol0 <r <m.
Ezt az egyenlséget és a két egyenltlenséget is k-val beszorozva kapjuk, hogy
kon=(km)-q+kr,ahol0 <kr <km,
ez pedig nem mast jelent, mint azt, hogy k-n szdm k-m-nel képzett osztdsi maradéka k-r.

Most pedig képzeljiik el, hogy parhuzamosan végezziik az euklideszi algoritmust az [n, m]
szamparon és a [k-n, k-m] szdmpéron. Irjuk fel az algoritmus els két 1épését.

n=m-q+r |kn=(km) -q+k |Azosztd az els oszlopbeli k~-szorosa (ezt feltettiik).

r . S . .
Az osztés elvégzése utan a maradék az els

oszlopbeli maradék k-szorosa a bizonyités elején tett
észrevételiink szerint.

m=r-q,+r k-m=(k-r)-q, +k | Az osztd az els oszlopbeli k-szorosa, mert egyenl
az elz osztds maradékaval..

Az osztas elvégzése utan a maradék az els
oszlopbeli maradék k-szorosa a bizonyitas elején tett
¢szrevétellink szerint.

Azt vettiik észre tehat, hogy mikdzben parhuzamosan vegezziik el az euklideszi algoritmus
1épéseit, a masodik oszlopbeli osztok minden 1épésben az els oszlopbeli 0sztok k-szorosai. Es
mivel az Inko az EA utolso 1épésében fellép o0sztd, ez az észrevétel mar bizonyitja allitdsunkat.

Az euklideszi algoritmus harmadik kovetkezményének elkészitéseként képzeljiik el, hogy olyan
[m, d] szamparon végziink euklideszi osztast, amelyeknek legnagyobb k6zos osztoja 1. Ekkor az
euklideszi algoritmus els és utolso eltti osztasa

Altalanosan Példa:m=35,d=8
m=d-qg+r 35=8-4+3
8=3-2+2
m'=d-q +1. 3=2-1+1

alaku. Megjegyezziik, hogy d > 1 esetén mindig lesz utolso eltti osztas, mert ilyenkor
Inko(m, d) =1 miatt EA legalabb két osztasbol all.

Most nem tordiink azzal, hogy az utolsoé eltti osztdsban szerepl vesszs valtozok értéke
mennyi, csak azt emeljiik ki, hogy ennek az osztasnak a maradéka 1, hiszen feltettiik, hogy
Inko(m, d) = 1. Es most szorozzuk meg az 0sszes egyenlséget egy olyan n egész szammal,
amelyrl feltessziik, hogy d | m-n. Ekkor az

mn=d-qn-+rn

mn=d-q n+n

egyenlségek koziil az elsbl leolvahato, hogy d a maradékot is osztja.



Es maris kezd kirajzolodni a korabbi tételekben alkalmazott gondolati séma. Az osztas eltt az
osztandorol és az osztorol allithatunk valamit, amibl azutan kovetkeztetiink a maradék egy
tulajdonsagara. Nevezetesen, most azt lattuk, hogy d osztja mind az 0szt6t, mind az osztandoét, ez
az osztas végrehajtasa eltti invarians, majd az osztas soran keletkezett maradékra ugyanezt
allithatjuk. Tehat az osztas utani invarians szerint d osztoja az osztas maradékanak.

Innen mar csak a jol megszokott mdodon kell tovabb menni. Mivel az euklideszi algoritmus
kovetkez 1épésében a most elvégzett osztas osztoja illetve maradéka jatsza az osztando ill. az
0sztd szerepét, az osztas eltti invariansunk tehat a masodik 1épésben teljesiil. Az osztas utani
pedig ugyanazért fog teljesiilni, amiért az els 1épésben is tette. [gy azutan néhany 1épés utén
eljutunk az utols6 osztasig, amelynek maradéka n. Erre is teljesiil az osztas utani invariansunk,
miszerintd | n.

19.3.3. Tétel (Osztas lemma)

Ha d oszt6ja az n-m szorzatnak gy, hogy Inko(m, d) =1, akkor d osztjan-et, vagyisd | n.
Bizonyitas

Bar az osztdsi lemmat mar a felvezetjében bebizonyitottuk, most egy masodik bizonyitasként
ramutatunk arra, hogy az osztasi lemma a 8.6 tétel kovetkezménye. Ugyanis ad | n-m feltétel
miatt alkalmas g egészre

n-m=d-q.
Ekkor egyrészt az elz tétel szerint
Inko(m-n,d-n) =n-lnko(m,d) =1-n=n.
Masrészt felhasznalva azn-m=d-q egyenlséget és még egyszer az elz tételt
Inko(m-n, d-n) = Inko(d-q, d-n) =d-Inko(q,n).
A bal oldalak egyenlsége maga utan vonja a jobb oldalak egyenlségét igy
n=d-Inko(q,n).
| Ezzel nyertiik, hogy d | n. A bizonyitas kész.

V Lucastétee

Lucas tétele a Fibonacci szamok egy ujabb gyonyor tulajdonsagat tarja elénk. Mér az is
meglep, hogy mint latni fogjuk, két Fibonacci szam legnagyobb kozos o0sztdja maga is Fibonacci
szam. Am Lucas tétele ennél tobbet allit, amit az alabbi abraval szemléltethetiink.




F F

n m

: Inko(F, .F) =

Inkain,m)

A n és megészek legnagyobb kozos osztojat vettiik. A nyilak azt reprezentaljak, hogy m-hez és n-
hez hozzarendeltiik az m-edik illetve n-edik Fibonacci szamot. Ertelemszeren az [nko(m, n)-hez
rendelt Fibonacci szam F) o(n, m)* ami megegyezik F, €s F, legnagyobb kozos osztojaval.

Ez a tulajdonsag gy is kifejezhet, hogy a Fibonacci szamok képzése felcserélhet a legnagyobb
k6z06s 0sztd képzésével. Es valoban errl van sz6. Ugyanis Lucas tétele pontosan azt mondja,
hogy ugyanarra az eredményre jutunk, ha elszor vessziik m és n legnagyobb kozds osztojat, majd
az ehhez tartozé Fibonacci szamot, vagy ha forditva jarunk el, és elbb vessziik az m-hez és n-hez
tartoz6 Fibonacci szamokat és képezziik azok legnagyobb kozds osztdjat.

Az euklideszi algoritmus targyalasa soran megallapitottuk, hogy ha az n és m természetes
szamokon maradékos osztast végziink, vagyis ha

n=mq+r (0<r<m),

akkor az [n, m] par koz0s osztéinak halmaza megegyezik az [m, r] par kdzos osztdinak
halmazaval. Ebbl pedig azonnal kovetkezett az

Inko(n, m) = Inko(m, n mod m)
egyenlség, ami az euklideszi algoritmus alapjaul szolgalt.

A Fibonacci szamok sok-sok szép tulajdonsaga koziil is kiemelkedik a fenti egyenlség
analogonja

lnko(FW Fm) =lnk0(F,W F

nmodm)'

Ez az egyenlség nem kevesebbet allit, mint azt, hogy az n-edik és az m-edik Fibonacci szdm
legnagyobb ko6zos osztdja megegyezik az m-edik és az » mod m-edik Fibonacci szam legnagyobb
k6zos osztojaval. Numerikus példaként legyenn =20 és m=12 .
A huszadik Fibonacci szam F,, =6765 , a
tizenkettedik pedig F';, = 144 . Veégrehajtjuk
az euklideszi algoritmust a [ 6765, 144 ]

Mivel 20 mod 12 =8, és a nyolcadik Fibonacci
szam Fg =21, most a [144,21] szamparon

hajtjuk végre az euklideszi algoritmust.

szamparon.
osztando 0szto maradek
osztando 0szto maradek
144 21 18
6765 144 141
21 18 3
144 141 3
18 3 0




141 3 0

Mint lathato,
l”kO(Flz’ £ mod 12) :l”kO(Flz’ Fy)

=Inko(144,21) =3.

Azt kaptuk, hogy
lnko(FZO, Flz) =Inko(6765, 144) =3.

Példak

Az aldbbi Maple utasitasok arra szolgalnak, hogy kisérletezziink kiilonb6z Fibonacci szamok
legnagyobb kozos osztoival. Az alias parancsot hagyjuk valtozatlanul, azt a c€lt szolgalja, hogy a
Fibonacci sorozat elemeire az altalunk megszokott F betvel, a legnagyobb k6zds osztora pedig
Inko-val hivatkozhassunk.

Azn és az m értékének azonban tetszleges értékeket adhatunk, majd az Enter billenty tobbszori
letitésével végrehajtathatjuk sorra a kiadott utasitasokat. Mindig értelmezziik a kapott eredményt,
¢s gyzziikk meg magunkat arrdl, hogy észrevételeink helytalloak.

> al i as( F=conbi nat > n nod m

[ fibonacci], | nko=i gcd): _ 8 (1.4.3)
| > n:=20: m =12: > F(m),F(n nmod nm;
[ 144, 21 (1. 4. 4)
> F(n), F(m; =
i 6765, 144 (1.4.1) ||> I nko(F(m, F(n nod m);
[ 3 (1.4.5)
> | nko(F(n),F(m); =
i 3 (1.4.2) ||>

>

Ennyi elkészités utan mondjuk ki tétel formdjaban is allitasunkat.

94.1. Tetel

Minden m és n egészre

lnko(Fn, Fm) =lnk0(Fm, anodm) .
Bizonyitas

Végezziink maradékos osztast an és m egészeken, tehat legyen
n=m-q-+r.
Ugyanugy, ahogy azt az euklideszi algoritmus vizsgalata soran tettiik, azt mutatjuk meg, hogy £,

es F, koz0s osztoinak halmaza megegyezik F, €s F, koz0s osztoinak halmazaval. Ebbl mar

tételiink allitasa kovetkezik.
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Koraban lattuk, hogy F,,  ,=F}F,

m+1 T FF, - Ezt az egyenlséget azm-q + r Osszegre

alkalmazva kapjuk, hogy

Fn:Fm-q+r:Fr'Fm~q+l

T E o F,
Tekintsiik most az F, és F, €s koz0s osztojat, mondjuk d-t. Miveld | F igyd ‘ F.F, . Masrészt
d | F,, , ami viszont 0sztdja Fm,q-nak, igyd is osztc')jaFm,q-nak, ¢s ebbl kovetkezen Fr_l-Fm,q -

nak 1s. Kaptuk, hogy d osztdja a jobb oldali 6sszeg mindkét tagjanak, ekkor viszont osztoja
maganak sz 0sszegnek, vagyis F,-nek is. Ezzel belattuk, hogy F,, €s F, s koz0s 0sztoi egyben

ko6z0s osztol F n—nek és F r—nek.

A forditott allitas belatdsdhoz mar a osztasi lemmara is sziikségiink lesz. Tegyiik fel ugyanis, hogy
d kozos osztoja F, -nek és F, -nek. Ekkor d osztoja F, q-nak, ¢s ebbl kifolyolag

d‘Fn_ Fr—l'Fm-q:Fr'Fm'q-}—l

Vegyiik észre, hogy d és F, g+1 barmely kozos osztoja egyben F, . g esF kozos osztoja is.

) m-q+1
Ez utobbiak viszont relativ primek. Igy sziikségképpen

lnko(d,Fm'qul) =1,

¢s az osztasi lemma alkalmazhatd. Eredményeképpen azt kapjuk, hogy d | F,, és pont ez az amit
latni akartunk.

Ez a tétel lehetvé teszi, hogy az n és m szdmokon végrehajtott euklideszi algoritmus egyes
lépéseiben ne csak n €s m legnagyobb kozos osztojara, hanem F, és F, legnagyobb kozos

osztdjara is kovetkeztetéseket vonhassunk le. Néziik meg példaként n =20 ésm = 12 szdmokra
elvégzett euklideszi algoritmust.

osztando 05210 maradek Allitas
20 12 8 Inko( Fyq, Fyy) = Inko(F,,, Fy)
12 8 4 Inko(F\,, Fg) = Inko( Fy, F,)
8 4 0 Inko(Fg, F,) =F,

Az allitas oszlop egyenlségeit dsszeolvasva kapjuk, hogy lnko(FzO, F 12) =F,,am
4 =[nko(20,12), amibl

lnko(on, Flz) :Flnko(ZO, 12)

crer

9.4.2. Tétel (Lucastétele)

Minden m és n egészre
F

Inko(m, n

) =lnk0(Fm, Fn)

Bizonyitas
11



Végezziik el az euklideszi algoritmust az n és m szdmokon! Az elz tétel szerint az eljaras
minden Iépésében érvényes, hogy az F ¢sazF___ . legnagyobb kozos osztdja egyenl az

osztando 0szto
F ésazF

std narader 1€€nagyobb kozos osztojaval, tehat

lnko(Fn, Fm) =lnk0(F F

osztando® oszto') :
Ez az els Iépésre nyilvanvald, hiszen itt az osztandd maga az n, az osztd pedig az m.
Az elz tétel szerint azonban

lnko(FO F

sztando’ oszto') - lnkO(Fo F

SZ10° maradék) >

ami azzal a kovetkezménnyel jar, hogy az [nko(n, m) = lnko(F osztandes Fosats

) egyenség az
euklideszi algoritmus masodik osztasara is teljesiil, hiszen a masodik 1épésben az osztando és az
osztd rendre egyenl az elz osztas osztojaval, illetve maradékaval. Gondolatmenetiinket a
masodik osztasra alkalmazva kapjuk, hogy a bizonyitand6 egyenlség a harmadik osztésra is

teljesiil, és igy tovabb. Az utols6 osztds maradéka azonban zérus, €s igy

ano(Fosztando" Foszté) =Foszté ’
ahol oszto = Inko(n, m). Ezzel belattuk, hogy
anO(Fna Fm) = Flnko(n, m).

A 3. eladdsban megismertiik a Fibonacci szamok egy oszthatosagi tulajdonsagat. Nevezetesen
arra tulajdonsagra gondolunk, hogy F) osztdja F,. g -nak, amit masként ugy is fogalmazhatunk,

hogy
ha m|n,akkorFm‘Fn.

Lucas tétele segitségével megmutathaté az allitas megforditsa is. Am a manver némi
Ovatossagot kovetel. Ugyanis m =2 esetben F, =1 €s ez minden egésznek, igy specialisan minden

Fibonacci szamnak is osztdja. Tehat példaul ', osztdja Fy mikozben 2 nem osztdja 3-nak. Ha
azonban a renitens m =2 esetet kizarjuk, akkor a dolgok mkddni kezdenek.

90.4.3. Tetel

Legyenm # 2 ésn tetszleges természetes szam. Ekkor m | n akkor és csak akkor teljesiil, ha
m n

Bizonyitas

Csak azt kell bizonyitani, hogy m # 2 esetén F), ‘ F, -bl m| n kovetkezik. Azm =1 eset trivialis

hiszen ekkor m | n nyilvanvaloan teljesiil. Feltehetjik tehat, hogym > 2. Az F, | F, feltételbl
lnko(Fm, Fn) =F,

kovetkezik, masrést Lucas tétele miatt
lnko(Fm, Fn) :Flnko(m, n)-

A bal oldalak egyenlsége maga utan vonja a jobb oldalak egyenlségét

12



F =F .

Inko(m, n) m

Kettnél nagyobb index esetén a kiilonbdz index Fibonacci szamok kiilonbozk, igy a kapott
egyenlség csak ugy teljesiilhet, ha

Inko(m,n) =m,

_amibl az m | n allitas mar kovetkezik.

¥ Primszamok és felbonthatatlan szamok

9.5.1. Definicio

A p egész szamot irreducibilisnek (felbonthatatlannak) nevezziik, ha p-nek + p-nés + l-en
kiviil nincs mas osztdja.

Tetszleges p egész szamnak a +p és a =+ 1 osztdja. Ezeket az osztokat szokas trivialis
osztoknak is nevezni, mig a nem trivialis osztokat valédi osztoknak hivjuk. Az irrecducibilis
egészeknek tehat a trividlis osztdin kiviil nincs mas osztojuk. Ilyen példaul az 5, 13 vagy a 29.

¥V 9.5.2. Definicié

A p nem nulla és nem egység egész szdmot primszamnak vagy csak egyszeren primnek
nevezziik, ha valahanyszor p osztoja két szam szorzatanak, mindannyiszor p valamelyik
szamnak is osztoja. Rovien

ha p|m-n , akkor p|m vagy p|n.[]

Kiilon felhivjuk a figyelmet a definicio elso fél mondatara, mely szerint sem a 0, sem pedig a 1
nem primszam, annak ellenére, hogy példaul az 1 teljesiti a definici6 masodik részében
megfogalmazott feltételt. A prim tulajdonsag ersebb az irreducibitasi tulajdonsédgnal, ugyanis
érvényes kovetkez tétel.

19.5.3. Téte

Ha a p egésszam prim, akkor irreducibilis.
Bizonyitas

Tekintstlik a p primet ¢és tegyiik fel, hogy c | p . Ekkor p =c-q, vagyis p | c¢-q. A prim tulajdonsag

miattp | ¢ vagyp | q. Az els esetben ¢ = +p. Ha pedig p | g teljesiil, akkorg =p-¢, amit a

p = c-q egyenlségbe helyettesitve a p =c-p-t egyenlséghez jutunk. Ebbl a egyszersités utdn
1 =c-tadddik, amibl ¢ = +1kovetkezik, tehét c egység. Ezzel megmutattuk, hogy tetszleges p

primszamnak csak trividlis osztdi vannak, tehat felbonthatatlan.

A most bizonyitott tétel szerint a prim tulajdonsaggal rendelkez egész szamok részhalmazat
képezik a felbonthatatlan egészek halmazanak. Ez az allitds minden olyan szdmkdrre igaz, ami
rendelkezik az egész szamok alapvet tulajdonsagaival. Lassunk ilyen szamkorrre egy példat.

Tekintstik a paros szamok halmazat. Ez a halmaz zart az 6sszeadas és szorzas mveleteire,
ugyanis két paros szam 0sszege és szorzata is paros. Mivel az egész szamok egy részhalmazarol
van sz, az is vilagos, hogy az 0sszeadas és szorzas mveleti tulajdonsagai (asszociativitas,
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kommutativitas, diszributivités, stb.) megmaradnak a paros szdmok korében is.

Igy azutan itt is bevezethet az oszthatdsag fogalma. Az m paros szam osztdja az n paros szamnak,
ha létezik olyan g paros szam, hogy n =m-q teljesiil. Eszerint 6 osztdja 12-nek mert 12 =6-2.
Ugyanakkor 6 nem osztoja 18-nak, mert nincs olyan paros szam, amivel 6-ot megszorozva 18-at
kapnank. Ez elég furcsa elsre. Tovabbi furcsasag, hogy a paros szamok halmazaban egy szam
nem osztdja Onmaganak. Ez annak kdszonhet, hogy az 1 nem paros szam, tehat nincs benne a
paros szamkdrben. Olyan paros szam (a 0 kivételével) nincs, amit egy masik paros szammal
Osszeszorozva onmagat kapjuk. Mivel nincsenek egységek, ezért nincsenek trivialis osztok sem a
paros szamkdrben.

Viszont ha mar van oszthatosag fogalmunk, akkor konnyen bevezethetjiik a irreducibilitas
fogalmat. Az n paros szamot irreducubilisnek (felbonthatatlannak) nevezziik, ha nincs egyetlen
o0sztdja sem a paros szamok korében. Igy példaul 6 irreducibilis, ugyanis nem all el két paros
szam szorzataként. Ugyancsak irreducibilis a 10, 14 és a 18. Ezzel szemben példaul a 12 és a 56
Osszetett szamok, mert 12 =6-2, illetve 56 = 14-4.

A prim tulajdonsag analég mdédon vezethet be. Az n paros szam prim, ha valahanyszor osztoja
két paros szam szorzatanak, mindannyiszor osztdja legalabb az egyik tényeznek is. Ha egy paros
szdm nem irreducibilis, akkor nem is prim (miért?). Ez azt jelenti, hogy a 8.13 tétel a paros
szamokra is teljesiil. Ugyanakkor a 6 nem prim, ugyanis osztdja a 18-2-nek, am sem 18-nak, sem
pedig 2-nek nem osztoja. Tehat a 6 paros szamra nem teljesiil a primtulajdonsag, mikdzben, mint
lattuk irreducibilis.

Ideje azonban visszatérni az egész szamok korébe. Itt az euklideszi algoritmus 1étezésének
alapvet kovetkezményeként az irreducibilis egész szdmok rendelkeznek a prim tulajdonsaggal..

19.5.4. Téte

Ha a p egész szam irreducibilis, akkor prim.
Bizonyitas

Tekintsiik a p irreducibilis egész szdmot, és tegylik fel, hogy p | m-n. Hap | m teljesiil, akkor
készen vagyunk. Ellenkez esetben Inko(m, p) =1, ugyanis maga p nem osztdja az m-nek, egyéb
osztoja a +1-gyen kiviil pedig nincs, hiszen felbonthatatlan. Az 8.6 tétel szerint

Inko(m-n,p-n) =n.

Ekkor viszontm -n €s p -n minden k6z0s osztoja osztdja n-nek is, igy specialisan p is osztoja n-
nek, hiszen feltettiik, hogy p | m-n , az pedig nyilvanvald, hogy p | p-n . Megmutattuk tehat, hogy
p | m-neseténp | mvagy p | n teljesiil, tehat p prim.

Osszefoglaldlag kimondhatjuk, hogy az euklideszi algoritmus létezésének kdvetkeztében az egész
| szdmok korében a primtulajdonsag és a felbonthatatlansag ekvivalens fogalmak.

VY Ellenr z kér dések

1 Definialjuk két egész szam legnagyobb kozos osztojat!
2 Hatarozzuk meg euklideszi algoritmussal /nko (38, 22)-t!

3 Hatarozzuk meg euklideszi algoritmussal Inko (138, 422)-t!
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4 Trjuk le az euklideszi algoritmust!

5 Mi a kapcsolat két szdm kozos 0sztoi €s legnagyobb kozds osztdja kozott?
6 Mivel egyenl Inko(k-n, k-m)?

7 Mondjuk ki az osztasi lemmat!

8 Hogy sz6l Lucas tétele a Fibonacci szdmokrol?

9 Mit mondhatunk m-rl €s n-rl, ha F, | F, -et ésm#2?

10 Mikor mondjuk, hogy ap egész szam felbonthatatlan?
11 Mikor mondjuk, hogy ap szam prim?
12 Van-e olyan primszam, ami nem felbonthatatlan?

13 Van-e olyan felbonthatatlan szdm, ami nem prim.?
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